Evaluacién para el Acceso a la Universidad
Curso 2019/2020

Materia: MATEMATICAS II

Instrucciones: El estudiante deberd resolver CUATRO ejercicios, si resuelve mas,

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL se corregiran solo los cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, de-

talladamente y razonando las respuestas. Se podra utilizar cualquier tipo de calculadora.

Cada ejercicio completo puntuara 2,5 puntos. Duracién de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

1. a) [1,25 puntos] Determina razonadamente los valores de a para los que la matriz A no tiene

inversa
1 a+1 2 1
0 2 1 a
A= a 0 1 0
a 0 2 0

b) [1,25 puntos] Calcula razonadamente todos los posibles valores z,y, z para que el producto de
1 1
las matrices C' = <z > y D= <i) _1> conmute.

z
2. a) [1,75 puntos| Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R:

axr —ay —z = a
ar —ay =
ar +2y —=z = 1

b) [0,75 puntos| Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.

3. Dada la funcién

(a:iZ si <2
cos(mx si 2<x<3
flay = )
1 _
n - 2) si >3
33—z

a) [1,5 puntos] Determina razonadamente los puntos en los que la funcién es continua, calcula los

puntos en los que es discontinua y clasifica el tipo de discontinuidad, si los hubiera.

re *
b) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: lim

=0 142z — cos(x?)’

2
¢ —2x+1
4. Sea la funcié = —
ea la funcién f(z) o]
a) [1,5 puntos| Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funcién f(z)
y clasificalos.

b) [1 punto] Calcula la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la grafica
de la funcién f(x) en el punto de abscisa x = 0.
_— . 3xr — 2
5. a) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: | ————— du.
4 =2z +1
b) [1,25 puntos] Calcula, justificadamente, el drea acotada del recinto limitado por la grafica de la
funcién g(z) = —2® + 222 4+ 3z y el eje de abscisas.
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r = —14+A—p
6. Dados los planos m; =2rx+y+2—2=0 y m= y = —A+pu
z = —242A

a) [1 punto] Calcula razonadamente el angulo que forman los dos planos.

b) [1,5 puntos] Halla razonadamente el volumen del tetraedro formado por el punto P(3,—3,2) y
los puntos de corte del plano 7; con los ejes coordenados.

vo= sl -2 = 1-b
7. Dadosel planor =< vy = 1+ A+ap ylarecta SE{ y B _g
o= 142\ —pu § -

a) [1,5 puntos] Calcula razonadamente el valor de los pardmetros a y b para que la recta s esté
contenida en el plano 7.

b) [1 punto] Sia =0y b= 3, calcula razonadamente la ecuacién en forma implicita de la recta r
que pasa por el punto P(1,—1, —8) es paralela al plano 7w y perpendicular a la recta s.

8. a) En un servicio de emergencias el 60 % de los avisos que se reciben se clasifican con el cdédigo
amarillo, el 30 % con el naranja y el 10 % con el rojo. Se sabe que el porcentaje de avisos recibidos
que son falsas alarmas es 3% en el caso de cddigo amarillo, 2% en el naranja y 1% en el rojo. Si
se recibe un aviso,

a.1) [0,5 puntos] ;qué probabilidad hay de que se trate de una falsa alarma?
a.2) [0,75 puntos| Si se sabe que el aviso recibido no ha sido falsa alarma, jqué probabilidad
hay de que haya sido un aviso cédigo rojo o naranja?
b) Sien una centralita se reciben 9 avisos,

b.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que la centralita reciba 2 o menos avisos naranjas?
b.2) [0,75 puntos] ;Qué probabilidad hay de que todos los avisos sean amarillos o naranjas?

n 0.01 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.33 0.35 040 0.45 0.49 0.50

0.9135 0.6302 0.3874 0.2316 0.1342 0.0751 0.0404 0.0272 0.0207 0.0101 0.0046 0.0023 0.0020
0.0830 0.2985 0.3874 0.3679 0.3020 0.2253 0.1556 0.1206 0.1004 0.0605 0.0339 0.0202 0.0176
0.0034 0.0629 0.1722 0.2597 0.3020 0.3003 0.2668 0.2376 0.2162 0.1612 0.1110 0.0776 0.0703
0.0001 0.0077 0.0446 0.1069 0.1762 0.2336 0.2668 0.2731 0.2716 0.2508 0.2119 0.1739 0.1641
0.0000 0.0006 0.0074 0.0283 0.0661 0.1168 0.1715 0.2017 0.2194 0.2508 0.2600 0.2506 0.2461
0.0000 0.0000 0.0008 0.0050 0.0165 0.0389 0.0735 0.0994 0.1181 0.1672 0.2128 0.2408 0.2461
0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0028 0.0087 0.0210 0.0326 0.0424 0.0743 0.1160 0.1542 0.1641
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0012 0.0039 0.0069 0.0098 0.0212 0.0407 0.0635 0.0703
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0008 0.0013 0.0035 0.0083 0.0153 0.0176
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0008 0.0016 0.0020
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CRITERIOS DE CORRECCION

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL

Nota: Los procesos de resolucién planteados son una guia, las alternativas también se contemplan en la

correccion.
1 a+1 2 1
. 0 2 1 a 3 9
la) [1,25 puntos] Dada la matriz A = e 0 10l Al =—a’—a"+2a=0=0a=1,-2y0.
a 0 20

1b)

2a)

2b)

3a)

Luego, la matriz ‘ A no tiene inversa cuando | el determinate se anula, es decir, para los valores

Planteamiento razonado del problema: 0,75 puntos. Obtencion del determinante: 0,25 puntos. Resultado
final: 0,25 puntos.

[1,25 puntos] Dadas las matrices C' = (g i) vy D= <? _i), se tiene que cumplir CD = DC. Como
y = 1

CD = (ii‘;; z:i) y DC = <yx'*'_35 ii_2>, igualando coeficientes: —:U—I—@i—?i i 81 cuya
y = 1

soluciénes‘x:4+/\,y:1yz:/\, /\GR.‘

Planteamiento razonado del problema: 0,5 puntos. Multiplicacion de las matrices CD:0.25 puntos. Multipli-
cacion de las matrices DC:0.25 puntos. Resolucion y dar la solucion al problema 0,25 puntos.

[1,75 puntos] Considerando la matriz de coeficientes del sistema, A, y la ampliada, A*, el determinante
|Al=-a®>-2a=0=a=-2ya=0.
Si ‘a # 0y a# —2, Rango(A) = Rango(A*)=3, sistema compatible determinado. ‘

Si ‘a = —2, Rango(A) =2y Rango(A*)=3, sistema incompatible. ‘

Si ‘a =0, Rango(A) =2y Rango(A*)=2, sistema compatible indeterminado. ‘

Cadlculo de |A|: 0,75 puntos. Valor de los parametros donde se anula |A|: 0,25 puntos. Discusion razonada
del caso en que a es distinto de los valores en los que se anula el determinante de A: 0,25 puntos. Discusion

razonada en caso a = —2: 0,25 puntos. Discusion razonada en caso a = 0: 0,25 puntos.

[0,75 puntos| Si a = 2, Rango(A) = Rango(A*) = 3 = sistema compatible determinado. La solucién es
3 -1 0

r=-,y=—yz=0.
1’ Y R

Planteamiento y proceso de resolucion: 0,5 puntos. Solucién correcta: 0,25 puntos.

[1,5 puntos] ‘ f(x) es continua en (—o0, 2) ‘ por ser cociente de polinomios cuyo denominador no se anula,

en (2,3)| por ser coseno una funcién continua |y en (3,00) | por ser cociente de funciones continuas cuyo

denominador no se anula. Posible discontinuidad en £ =2 y x = 3.

3 3
En z = 2, el valor de la funcién es f(2) = cos(27) = 1, el limite por la izquierda es lim,_,o— Rl el

y el limite por la derecha es lim,_,5+ cos (mz) = 1. Luego, ‘ en z = 2 hay una discontinuidad de salto infinito ‘

En z = 3, el valor de la funcién es f(3) = cos(37) = —1, el limite por la izquierda es lim,_,3- cos (wx) =

In(x — 2 In(1 0
n@—2) = n(1) = —, indeterminacién. Aplicando
3—x 0 0

= —1. Por lo tanto, ‘f(:n) es continua en x = 3. ‘

cos (m3) = —1 y el limite por la derecha es lim,_,3+
In(z —2) 1/(z—2)
3—x -1

L’Hoépital, lim,_,3+ = lim,_,3+




3b)

4a)

4b)

5a)

5b)

6a)

Andlisis de la continuidad para R excepto los puntos {2,3} y planteamiento general: 0,5 puntos. Estudio de
las condiciones de continuidad y clasificacion en x = 2 : 0,5 puntos. En x = 3 : 0,5 puntos.

e 0
[1 punto] lim re = —, indeterminacién. Aplicando L’Hopital, lim re =
=01+ 2z —cos (z?) 0 2—0 1+ 2z — cos (22?)

—X

, e ¥ —zge* -0 1
lim = ==
=0 2+ 2zsen (z2) 240 2
Planteamiento general del problema, deteccion de la indeterminacion: 0,5 puntos. Aplicacidn regla de L’Hopital
y correcta realizacion de las derivadas: 0,25 puntos. Obtener el resultado final: 0,25 puntos.

Sl 22 — 2)(2® +1) — (2% — 22+ 1)(2
[1,5 puntos] Dada f(z) = %, la derivada f'(z) = (27 )(x +(:U)2 +(f)2 x+1)(2z) _
222 — 2 ) )
————— =0=22"-2=0= 2" =1= 2 = *£1.
x4+ 222 +1

Azt + 227 4+ 1) — (222 — 2)(42% + 42)  —4a® + 823 + 122

(x4 + 222 + 1)2 (@t + 222+ 1)2
Como f"(1)=1>0y f(1) =0, f(x) tiene un‘minimo local en el punto (1,0).‘

La derivada segunda f"(x)

Como f"(-1)=-1<0y f(-1) =2, f(z) tiene un‘méximo local en el punto (—1,2).‘

Planteamiento razonado del problema: 0,5 puntos. Cdlculo de la derivada primera de la funcion: 0,25 puntos.
Obtencion de los puntos criticos: 0,25 puntos. Clasificacion de los puntos criticos: 0,25 puntos. Cdlculo de
las coordenadas: 0,25 puntos.

[1 punto] Como f(0) =1y f'(0) = -2, ‘la recta tangenteen x =0es|y — 1 = -2z = |y+2z=1|y

‘la recta normal‘ y—1= %ZC = .

Cdlculo de la ecuacion de la recta tangente: 0,5 puntos. Cdlculo de la ecuacion de la recta normal: 0,5 puntos.

3z —2 3 1 1
1,2 e S 3m(lr— 1)) — —— 4 |
[,5puntos]/x2_2x+ldx /<$_1+(x_1)2>d$ 3In(|jz — 1) x—1+0

Planteamiento general y descomponer factorialmente el denominador: 0,5 puntos. Hacer la descomposicion
en fracciones elementales y obtener los coeficientes correspondientes: 0,5 puntos. Solucion final: 0,25 puntos.

[1,25 puntos] Puntos de corte de g(z) con el eje de abscisas: —3 + 222 +32 =0 = 2 =0, -1 y 3. Como
0 3

g(x) < 0 entre (—1,0) y g(z) > 0 entre (0,3) entonces el area buscada es A = /—g(m)da: + /g(x)dw =

x4+2x3+3$2 0 N x4+2x3+3x2 3 7+45 71 5
—_— —_—— —_— —_— —_—— —_— —_— = —_— —_— = —U .
43 T2 ) 4773 T2 )|, 1274 |6
Planteamiento general del problema: 0,5 puntos. Cdlculo de los cortes de la funcion con el eje de abscisas
(puntos de abscisa): 0,25 puntos. Planteamiento de los recintos y de sus correspondientes integrales: 0,25
puntos. Obtencion del resultado final: 0,25 puntos.

-1 0

xr = —14+A—pu
[1 punto] Dado el plano 7 =2x+y+z2—2=0yelplanom =< y = —A+pu , cluya ecuacién
z —2+2)

z+1 y z+2
implicitaes m = | 1 -1 2 | = —2z—2y—2 = 0. Sus respectivos vectores normales son 7] = (2,1,1)
-1 1 0
y nb = (—2,—2,0). El d4ngulo que forman los dos planos viene dado por:

oy
. 2,1,1)-(-2,-2,0 6 3 3
_ [nimal 211 (=2,-2,0)] £ Luego el d4ngulo que forman los dos

ARl 2 L D=2, -2,0  V6v8  vi2 2

3
planos es |a = arcos ({) _I 6 30°.

cos(a)

6




6b)

7a)

7b)

Formula correctamente escrita: 0,5 puntos. Obtencion de los vectores normales de los planos: 0,25 puntos.
Obtencion del angulo: 0,25 puntos.

[1,5 puntos] El punto de corte del plano m; = 2z +y + 2 — 2 = 0 con el eje x es A(1,0,0), con el eje y
es B(0,2,0) y con el eje z es C(0,0,2). Dado P(3,—3,2) y los vectores E = (-1,2,0), ﬁ =(-1,0,2) y
ﬁ = (2,-3,2), el volumen del tetraedro que forman viene dado por:

-1 2 0

-1 0 2

(AC x AP e -
_ 4B (f? A )y:\dt(ﬁ,gﬁ,ﬂ%ﬂ: 2 63 2 :g:'

—
(Similar con los vectores con origen en B: BA = —1@, B? =(0,-2,2) y B.I->’ = (3,—5,2) 6 con origen en

C,CA=—AC,CB=—-BC y CP = (3,-3,0) ).

Ezxplicacion del problema y formula correcta del volumen del tetraedro: 0,5 puntos. Obtencion de los pun-
tos de corte del plano con los ejes coordenados: 0,5 puntos. Obtencion de los vectores que determinan el
paralelepipedo: 0,25 puntos. Obtencion del resultado final: 0,25 puntos.

v

T = —1+4+p
oy = 1-—
[1,5 puntos] Para que larecta s = { : y _ 3 b esté contenidaenelplanomr =< y = 1+ A+au
N z = 14+2\—p

basta con obligar a que el vector director de la recta y el normal al plano sean ortogonales y que un punto
de la recta esté en el plano.
z+1 y—1 z—-1

La ecuacién implicita del planoes 7 =| 0 1 2 |=(—2a—1)z+2y—2—2a—2=0, de donde
1 a -1
se obtiene su vector normal 77 = (—2a — 1,2, —1).
x = 224+1-b
La ecuacién paramétrica de larecta s=< y = A con vector director U5 = (2,1,0).
z = =3
El producto escalar 71 - Us = —4a = 0 = a = 0. Tomando el punto P(1 — b,0,—3) € s y sustituyen-
do en la ecuaciéon implicitade n = -2 +2y —2 -2 =0 = 0—-14+3—-2 = 0 = b = 0. Luego,

los valores buscados son a =0y b= 0.

Ezplicar las condiciones para que una recta esté incluida en un plano: 0,5 puntos. Cadlculo vector normal
plano: 0,25 puntos. Calculo vector director de la recta: 0,25 puntos. Cdlculo del pardametro a: 0,25 puntos.
Cdlculo del pardmetro b : 0,25 puntos.

[1 punto] Haciendo el producto vectorial del vector director de la recta s, Us, y el normal al plano , 7, se
obtiene el vector director de la recta buscada, r, ya que serd paralelo al plano y perpendicular a s.

i j ok B
Up=Usx=[2 1 0/|=—i+2j+ 5k, pasando por el punto P(1,—1,—8) la ecuacién continua de la
-1 2 -1

r—1 y+1 =2+8

ta b d
recta buscada es — 5 3

2 = 1
y pasando a implicitas, |r = { Tty

Sr+z = -3

Ezxplicacion: 0,5 puntos. Calculo vector director de la recta r: 0,25 puntos. Ecuacion de la recta 0,25 puntos.

(Alternativa: Calcular el plano paralelo a w que pasa por P y el plano perpendicular a s que pasa por P.
La interseccion es la recta buscada. Calificacion: Fxplicacion 0,5 puntos. Cdlculo de los planos 0,25 puntos.
Solucion final 0,25 puntos).



8a) La probabilidad de que un aviso recibido en una centralita sea clasificado como cédigo amarillo es P(A) = 0,6,
c6digo naranja es P(N) = 0,3 y cédigo rojo es P(R) = 0,1. La probabilidad de que sea falsa alarma (F) es
respectivamente en cada caso, 0,03, 0,02 y 0,01 y de que no lo sea, (F), las probabilidades complementarias.

a.l)

[0.5 puntos| Probabilidad de recibir un falso aviso apli-

cando el teorema de la probabilidad total (o diagrama de
arbol):

/083/' F P(F) = P(F/R)P(R) + P(F/N)P(N) + P(F/A)P(A) —
A 0,95 0,01 * 0,1. + 0,02%0,3 +.0,03 *0,6 ={0,025 |
\ o Ezxplicacion y planteamiento: 0,25. Resultado correcto: 0,25
Q® * F puntos.
02 a.2) [0.75 puntos] La probabilidad de que un aviso sea cédigo
0.3 /0’/ F rojo o naranja si no ha sido falsa alarma y teniendo en
. ’ N 0,95 cuenta que P(F) =1—-0,025=0,975es:
T P(RUN)/F)=1— P(A/F) =1 LAODE) _
% - i - PE
0,97 % 0,6 ) =
/OSX/_ F 1_W =|0,403 |. Alternativamente, P((RUN)/F) =
— — P(F/R)P(R P(F/N)P(N
R 0,99 P(R/F) + P(N/F) = DELRPWR) | PAEN)PIN)
— P(F) P(F)
- F 0,99%0,1 0,98x0,3
= 0,1015+ 0,3015 = 0,403 |
0,975 0,975 ’ 0

Ezxplicacion y planteamiento: 0,5. Resultado correcto: 0,25

8b) b.1)

b.2)

puntos.

[0.5 puntos] Como P(N) = 0,3, se trata de una variable aleatoria binomial X = B(n,p),conn =9y
p=0,3,luego P(X <2)=P(X =0)+ P(X =1)+ P(X =2) =0,0404 + 0,1556 + 0,2668 = | 0,4628 |.
Definicion de la variable, planteamiento del problema: 0,25 puntos. Resolucion: 0,25 puntos.

[0.75 puntos| La probabilidad de que sean todos amarillos o naranjas es equivalente a que ninguno sea
rojo. Como P(R) = 0,1 se trata de una variable aleatoria binomial X = B(n,p) conn =9y p = 0,1,

luego P(X =0) = .

Planteamiento del problema: 0,5 puntos. Obtencion del resultado final: 0,25 puntos.

(Observacién: Si del enunciado del problema se interpreta que hay que calcular “La probabilidad de
que todos los avisos sean amarillos o todos sean naranjas”, también se considerard valida esta opcién
con los mismos criterios de correccién.

En este caso, hay que calcular P(“todos A” U “todos N”) = P(“todos A”) + P(“todos N”).
Considerando X; binomial de pardmetros n = 9 y p = 0,6, entones P(“todos A”) = P(X; = 9) =
0,0101. Usando la tabla proporcionada en el examen, esto es equivalente a tomar X; la binomial de
pardmetros n =9 y p = 0,4 y calcular P(X; = 0) = 0,0101.

Considerando X2 binomial de parametros n =9y p = 0,3, entones P(“todos N”) = P(X3 =9) = 0.
En este caso, la solucién buscada es P(“todos A”) + P(“todos N”) = )



