ACTIVIDADES DE REFUERZO

13 ‘ Funciones: limites y continuidad

1. Calcula los siguientes limites de funciones polinémicas:
a) lim(x? — 2x + 1) b) Iimx* + x — 3) c) lim (x* — 3x + 2)
X—3 x—0 X— 400
2. Calcula los siguientes Iimites de funciones polinémicas:
a) lim (4 — x» b) lim (x* + 3) c) lim (=x*> + 5)

X—+% X— —% X— —%
3. Calcula los siguientes limites de funciones racionales:
X2+ 1 4 — x* + 3x

. . X
a) lim b) lim ;
x—-1 X — 1 x—o  X° = X

4. Calcula los limites laterales de las siguientes funciones racionales en los puntos en los que no estan definidas.
LExiste el Iimite de la funcién en esos puntos?
x? — 3x

b) fx) = —;
X — 2 X° — X

a) f(x) =

5. Calcula los siguientes Iimites de funciones racionales:

X =x+1 X2+ 4
a) lim ———— b) lim
x—+e XT3 x——e Xt 1

6. Calcula los siguientes limites de funciones irracionales:

1 —x X+ 2 —2
a) lim———= b) Iim\/i
x—ll_\/; X—2 X — 2

7. Calcula los siguientes Iimites de funciones irracionales:

a) lim (/x> — 4 — x) b) lim (yx* + x — x)
X— +oo X— +oe
8. Calcula los siguientes Iimites utilizando funciones equivalentes en x = 0:
sen 3x sen 10x 5x X - (1 — cosx)

a) lim b) lim ¢ lim d) lim 5
x—0 X «—0 Sen 5x x—o 19 2X x—0 sen® x

9. Halla los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones a trozos:

] x+ 3 si x<O0
a)f(X)_{x—l si x=0
2 — x° sio x <1
b) f(x) =94 x*—x+1 si 1s<x<3
x* — 4 si x =3
o xr =2 st x<2
C)f(X)_{\/x+2 siox =2

10 Una funcion f(x) esta dada por la expresion f(x) = ))((

- X c A gy
n si x # 1. ¢Como elegirias el valor de f(1) para
que la funcion fuera continua en ese punto?

x2 —a si

4x + 1 si

X <3 .
« es continua en R.

11. calcula el valor de a para el que la funcién f(x) = { = 3

o
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SOLUCIONES

. a 4 b) —3 c) +ow
. a) —® b) +o c) 4o
. a —1

0
b) Tiene una indeterminacién del tipo o

Cox* =2+ 3x 0 —=x2+3)-x
lim———— = lim—————— = -3
x—0 X® =X x—0 (x—1)-x

a) f(x) = — no esta definida en x = 2.
l[im f(x) = —ooy lim f(x) = +oo
X—2~ x—2+

No existe el limite ya que los limites laterales son
distintos.

2
-3

b fx) = - - % o esta definida en x = 0 yx=1.
En x = 0:
lim foo = lim X7 _ 4
X—0— X—0— X'(X_ 1)
lim fo0 = lim X7
. x—o+ X (X — 1)

Como los limites laterales son iguales lim f(x) = 3.

x—0

En x = 1: lim f(x) = +o; lim f(x) = —oo

x—1~ x—1%

No existe el limite ya que los limites laterales son
distintos.

5.

[o¢]
Todos estos limites tienen indeterminacion del tipo —.
o0

x2—x+1
a) Dividiendo por x*, Im ——— =
X— +00 X°+3
- . X+ 4
b) Dividiendo por x, lim = —w
x——w X T 1

0
6. Todos estos limites tienen indeterminacion del tipo o

T e S, 1-0Q+y0 _ )
1 L= e (=0 @+ %)

by limWXFt2=2 _

x—2 X—2
_ Iim(\/><+2—2)(\/x+2+2> _ 1
2 (X—2)(Yx+2+2) 4
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7. Los limites de este ejercicio presentan indetermi-

nacion del tipo o — oo,
a) lim (xX*—4 —x) =

P — A —x)-\/x2—a
~im WX —4-x-0x*—4+x _ 0
X o0 WX =4+x
b) lim (Wx*+x — x) =
WX +Hx=x-F+x+x 1

(/x* +x +x) 2

= |im

X—+o

~

0
Estos limites tienen indeterminacién del tipo s

sen 3x . 3x
[im—

a) lim = i =3
xX—0 X x—0 X
sen 10x 10x
b) lim = |lim— = 2
«—o Sen 5x x—0 DX
. . bx 5
c) lim = |lim— = —
x—o 19 2X x—0 2X 2
o X+ (1 —cosx) o x-(1—cosx)
d) lim ; = lim > =0
X—0 sen’ x X—0 X
9. a f0) = —1; lim 0 = 3, lim f60 = —1
x—0" x—0*

No es continua en x = 0.

b) f(1) = 1; lim f(x) = 1, lim f(x) =1

x—1~ x—1+

Es continua en x = 1 ya que f(1) = lim f(x) = 1.

x—1

f(3) = 5; lim f(x) = 7, lim f(x) = 5

x—37 x—3%

No es continua en x = 3.

0 f(2) = 2; lim fx0 = 2, lim f(x) = 2

X—27 x—2+

Es continua en x = 2 ya que f(2) = lim f(x) = 2.

X—2
2 _
10 Debe ser f(1) = IimX X limx =1
x—1 - x—1
11 Para que sea continua en x = 3 debe ser:
f(3) = lim f(x) = lim f(x)
X—3" x—3*
f(3) = lim f(x) = 13; Iimf(x) = 9 —a =
x—37* X—3"

—> 13 =9 — a

Por tanto, a = —4.
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION

4 13 ‘ Funciones: limites y continuidad

1. Calcula el valor de estos limites:

X2 — sen® x . sen 5x — sen 3x
a) lim ———— b) Im —
X—0 sen X X—0 sen X
. 1 +x—1\1—X
2. Calcula el valor de lim \/ \/
Xx—0 3)(

x> — x
3. La funcién g(x) toma los valores g para 0 < x < 1 y es continua en el intervalo [0, 11.
X

a) ¢Cuanto vale g(0)?
b) ¢Puede ser continua la funcidn g(x) en el intervalo [—1, 1] para algun valor de g(0)?

4. Obtén de manera razonada dos funciones que no sean continuas en un cierto punto x = a de su dominio y
tales que la funcién suma sea continua en dicho punto.

5. Determina cual debe ser el valor del parametro k para que la funcién

(1 — cos X) - sen x ~ 0
f(x) = X2 X

k six =0

sea continua en x = 0.

6. Esboza la grafica de una funcién f(x) que cumpla los siguientes requisitos:

* Dominio R — {—3,1}
e lim f(x) =

X— —3
e Los limites laterales en x = —1 son finitos pero distintos.
o lim f(x) =

x—1

e |lim f(x) =

X — +00

[x] six=<1
sil < x <2
X Six>2

7. Estudia la continuidad de la funcion f(x)

8. Estudia la continuidad de la funcién f(x) segun los valores del parametro k.

sen X six =2

\x+2| siox < —1
si—1sx<1
2x+1 six > 1

9. Estudia la continuidad de la funcion f(x) =

{ + kx +k—1 six<?2

2x? + 1
10 Halla el dominio de la funcién f(x) = %, sabiendo que Iim (f(x) — 2x) =

- | X — 400

11. ¢Qué relacion debe existir entre los parametros a y b para que la funcién f(x) =

{ax2+bx—1 six <1
sea continua en todos los nimeros reales?

2bx — 2 six > 1

N
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Posibles puntos de discontinuidad x = 1y x = 2.
lim f(x) = lim x* = 1; lim f(x) = lim x = 1;
X—1" X— 1" x— 1t Xx— 1%

f(1) =1

[im f(x) = lim x = 2; lim f(x) = Ilim (4—x) = 2;
X—2" X—2" X—27" x—2+

f(2) = 2

La funcién es continua en todo R.

1 X% — sen® x . 2 . sen? x 7
. a lim———— = lim - — lim > =
x—o  Sen x x—0 SEN X x—0 SEN X
X G
= lim—= — lim—= =20
x—0 X x—0 X
. sen 5x—sen 3x . sen5x . sen3x
b) lim —————— = |im —lim =
X0 sen x x—0 SEN X 4o Senx
. 5x . 3x
=|lim——-—Ilim—=5—3=2
Xx—0 X x—0 X
) 1+ x —1/1— x 8.
2. [im \/ \/ =
X— 0 3X

W1 Hx=V1=%-(/1+x+1/1-x)
m =
3x-(1T+x+1/1-x

x—0
. 2X 1
= |im = —
v—o 3% - (/1 + x +41 -x 3
% = x| = =%
3. a lim — = |lim ——— =
Xx— 0t X Xx— 0+ X
X=X ) )
= lim = Iim(1 —x?) =1
x— 07+ X Xx— 0%

Los dos trozos de la funcion son continuos en sus
intervalos. Hay que estudiar la continuidad en x = 2.

f(2) = sen 2w = 0; lim f(x) = lim sen wx = 0
x—2+ x—27F
[im f(x) = lim x> + kx + kK — 1) = 3 + 3k

X— 2" X—2"
Para que sea continua debe ser:
3+3k=0=>k=

Si k =

-1
—1, la funcidén es continua en todo R.

Si k # —1, la funcién es continua en R — {2}.

Como g es continua en [0, 11, g(0) = 1.
x> —x

SR it

x—0- X

x> — X
= limx*—-1)= -1

Xx—0"

= |lim

x—o0- X
No puede ser continua en [—1, 1], ya que los limites
laterales en x = 0 son distintos; la funcién g(x) no
tiene limite en x = 0.

-1 six=0

Por ejemplo: f(x) = { 1 six>o0

1 six=<20 ,
glx) =4 no son continuas en

1 six>0
x = 0; sin embargo, la funcién suma si lo es:

_J0 six=0
f(x)+g(x)—{o six >0

Posibles puntos de discontinuidad x = —1y x = 1.
lim fx) = Iim |x + 2] =1
Xx— —1" X— —1"

lim f(x) = Ilim x> =1

Xx— —1%F X— —1%F

f(—=1) =1

lim f(x) = lim x> = 1;

X— 1" Xx— 1"

[im f(x) = lim (2x + 1) = 3;
X— 1t X— 1t

f(1) =1

La funcidon es discontinua en x = 1.

k = f(0) = lim f(x); 2x2 + 1
(0) = lim 1), 10. ¢ = iim 0 — 20 = lim (— - 2x) =
K o x—teo\ X — Kk
. (1—cosx)-senx . (1—cosx) senx 2kx 4+ 1
lim =7 = lim Clim == = lim ———=2k> k=3
x—0 x—0 x—0 vt X — k
=0-1=0~>k=0 El dominio de f(x) es R — {3}.
La respuesta es abierta. Una solucién puede ser:
Y l\ 11. Enx = 1 1im f0 = lim@@ + bx — 1) =
X—1" X—1"
N\, =a+b—1=f1)
\\
lim f(x) = lim(@2bx — 2) = 2b — 2
x— 1t x— 1t
Il
Para que sea continua en x = 1:
o] 1 X
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at+tb—-—1=2b—-2—>a=b-1
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